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Résumé
Soit T un courant positif fermé de dimension p dans Cn. Soit H une sous-variété analytique
de dimension n − q (1 q  p) dans Cn. On note 〈T,H 〉 la tranche de T en H si elle existe. Pour
r > 0, on pose nT (r) = r−2p
∫
|z|r T ∧βp et nT (H, r) = r−2(p−q)
∫
|z|r 〈T,H 〉∧βp−q . Dans cet
article, on établit une majoration de nT (H, r) par une fonction de nT (r) dans le cas H = f−1({a}) et
f :Cn → Cq holomorphe et dans le cas H ∈ Gn−q,n la grassmannienne des sous-espaces vectoriels
de dimension n − q dans Cn. Pour la minoration, on montre que nT (H, r) croît au moins aussi
rapidement que nT (r) pour H ∈ Gn−1,n sauf pour un ensemble pluripolaire.
 2004 Elsevier SAS. Tous droits réservés.
Abstract
Let T be a closed positive current of dimension p in Cn and H an analytic subvariety of
C
n of dimension n − q (1  q  p). We denote by 〈T,H 〉 the slice of T in H if it exists.
We consider the functions on ]0,+∞[ defined by nT (r) = r−2p
∫
|z|r T ∧ βp and nT (H, r) =
r−2(p−q)
∫
|z|r 〈T,H 〉∧βp−q . The aim of this paper is to establish relationship between the growth
of these functions. We prove results generalizing those of L. Gruman in [Séminaire Lelong–Skoda
1981–1983, Lecture Notes in Math., vol. 1028, Springer-Verlag, Berlin, 1983, pp. 125–162] and
B. Molzan, B. Shiffman and N. Sibony in [Math. Ann. 257 (1981) 43].
 2004 Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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1. IntroductionSoit X un sous-ensemble analytique de dimension p dans Cn. Soient q  p et
f :X → Cq une fonction holomorphe. Pour r > 0 et a ∈ Cq , on note Bn(0, r) la boule unité
ouverte dans Cn et on pose σX(r) l’aire de dimension 2p de X∩Bn(0, r), σX(f, a, r) l’aire
de dimension 2(p− q) de f −1({a})∩X ∩Bn(0, r) et Mf (X, r)= supz∈X∩Bn(0,r) ‖f (z)‖.
Plusieurs auteurs ont tenté d’établir une majoration de σX(f, a, r) par une fonction
de σX(r) au voisinage de l’infini. Dans le cas X = Cn et q = 1, la formule de Jensen–
Gauss [16] permet de montrer que, pour tout ε > 0, la fonction σX(f, a, r) est majorée
par r2(n−1) logMf (X, (1 + ε)r) et cela pour tout a ∈ C. Mais un exemple de M. Cornalba
et B. Shiffman dans [9] montre que, pour certaines valeurs de a, la fonction σX(f, a, r)
peut être d’ordre infini alors que σX(r) est d’ordre 0. On est donc amené à chercher
une majoration, pour a en dehors d’un petit ensemble. Ainsi J. Carlson [6] et [7], a ob-
tenu une majoration de σX(f, a, r) valable sauf pour un ensemble de (2n − 2 + ε)-
capacité nulle. L. Gruman dans [12], a établi la majoration de r−2(p−q)σX(f, a, r) par
r−2pσX((1 + ε)r)(logMf (X, r))q(log r)α pour tout a en dehors d’un ensemble pluripo-
laire (ε > 0 et α > 1), voir aussi [14].
Dans une première partie de cet article, on montre l’analogue du résultat de L. Gruman
dans [12], pour T un courant positif fermé de dimension p dans Cn. Plus précisément on
montre le résultat suivant.
Soit f une fonction holomorphe surjective de Cn dans Cq de rang q  p. D’après
H. Ben Messaoud et H. El Mir dans [4] et [5], il existe un sous-ensemble pluripolaire E
dans Cq , tel que pour tout a ∈ Cq \E, la tranche 〈T ,f, a〉 existe et définit un courant positif
fermé de dimension p − q dans Cn à support dans f−1({a}).
Pour r > 0 on pose :
Mf (r) = sup
|z|r
∣∣f (z)∣∣, nT (r) = 1
r2p
∫
|z|r
T ∧ βp
et si a ∈ Cq \E,
nT (f, a, r) = 1
r2(p−q)
∫
|z|r
〈T ,f, a〉 ∧ βp−q .
On montre que si ε > 0 et α > 1, alors l’ensemble,
Eε,α =
{
a ∈ Cq \E, lim sup
r→∞
nT (a, r)
nT ((1 + ε)r)[logMf (r)]q(log r)α > 0
}
,
est pluripolaire.
Pour la suite, on suppose que q  n − p et on considère Gq,n la grassmannienne des
sous-espaces vectoriels de dimension q dans Cn. D’après H. Ben Messaoud [4], il existe
E ⊂ Gq,n pluripolaire tel que pour tout l ∈ Gq,n \ E la tranche T |l de T en l existe et
définit un courant positif fermé de dimension p + q − n à support dans l (voir [4]).
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Pour r > 0, on pose :nT (l, r) = 1
r2(p+q−n)
∫
|z|r
T |l ∧ βp+q−n.
Dans le cas T = [X] et p = n − 1, P. Lelong dans [16] et H. Skoda dans [19], ont montré
que si 0 /∈ X, alors il existe une fonction γ (r) dont la croissance est voisine de celle de
n[X](r) telle que n[X](l, r) soit majoré par γ (r) pour tout l ∈ Gq,n. Pour les autres valeurs
de p, J. Carlson dans [6] a montré que n[X](l, r) peut être majoré par n[X]((1+ε)r) (ε > 0),
sauf pour l appartenant à un ensemble négligeable pour la mesure de Lebesgue, voir aussi
[13]. L. Gruman dans [12] a généralisé ce résultat pour tout l sauf pour l appartenant à un
ensemble pluripolaire. Ce même résultat a été montré par H. Alexander [1] et B. Molzan,
B. Shiffman et N. Sibony [18], pour q = n− 1.
Dans cet article on généralise le résultat de L. Gruman et on prouve que pour tout ε > 0
et tout α > 1 l’ensemble,
Eε,α =
{
l ∈ Gq,n \E, lim sup
r→∞
nT (l, r)
nT ((1 + ε)r) logα r > 0
}
,
est pluripolaire dans Gq,n.
Pour la minoration de n[X](l, r) par n[X](r), C.O. Kiselman [15] a montré, pour p =
n−1, que l’ensemble des l ∈ Gq,n tel que n[X](l, r) ait une croissance inférieure à celle de
n[X](r) est pluripolaire dans Gq,n. H. Alexander [1] et B. Molzan, B. Shiffman et N. Sibony
[18] ont établi, dans le cas q = n − 1, une minoration de n[X](l, r) par une fonction de
n[X](r) sauf pour un ensemble pluripolaire dans Gn−1,n. L. Gruman dans [12], a prolongé
ce résultat pour les autres valeurs de q mais simplement dans le cas où n[X](r) est d’ordre
fini. Dans cet article on généralise le résultat de B. Molzan, B. Shiffman et N. Sibony et on
montre que si nT (r) est de type fini, alors l’ensemble des S ∈ Gn−1,n \E tel que nT (S, r)
ne croît pas au moins aussi rapidement que n[X](r), est pluripolaire dans Gn−1,n.
2. Préliminaires
Dans ce paragraphe, nous donnons quelques notions et résultats utiles pour établir les
principaux résultats de cet article, sur les courants et les fonctions psh. Pour plus de détails,
on peut consulter [4,8,10,17].
Pour tout z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn, on note zj = xj + iyj pour j = 1, . . . , n,
|z| = (∑nj=1 zj zj )1/2 la norme euclidienne de z, λn la mesure de Lebesgue dans Cn et
∆n le polydisque dans Cn.
On définit les opérateurs
d =
n∑
j=1
(
∂
∂xj
dxj + ∂
∂yj
dyj
)
et dc = i
n∑
j=1
(
∂
∂xj
dyj − ∂
∂yj
dxj
)
;
on note β = ddc|z|2 la forme de Kähler sur Cn.
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2.1. Courants positifs fermésSoit Ω un ouvert de Cn. On noteD(p,q)(Ω) l’ensemble des formes (p, q)-linéaires, C∞
à support compact, dans Ω et on le munit de sa topologie usuelle.
Soit ϕ ∈D(p,p)(Ω), on dit que ϕ est fortement positive si pour tout z ∈ Ω , ϕ(z) est une
combinaison linéaire finie à coefficients positifs des (p,p)-formes linéaires de la forme :
iγj1 ∧ γj1 ∧ · · · ∧ iγjp ∧ γjp ,
avec γj1, . . . , γjp des formes (1,0)-linéaires.
On appelle courant de dimension p dans Ω , tout élément T ∈ D′(p,p)(Ω). Un courant
T de dimension p s’écrit canoniquement sous la forme :
T =
∑
|I |=n−p, J=|n−p|
TI,J i(n−p)
2 dzI ∧ dzJ ,
où la somme est étendue à tous les multi-indices I et J strictement croissants et les TI,J
sont des distributions.
On dit que T est fermé si
〈dT ,ϕ〉 = −〈T ,dϕ〉 = 0, pour tout ϕ ∈D(p−1,p)(Ω).
Un courant T ∈D′(p,p)(Ω) est dit positif si, pour tout ϕ ∈D(p,p)(Ω), la condition ϕ est
fortement positive implique que
〈T ,ϕ〉 0.
Si T est un courant positif, alors les TI,J sont des mesures.
Soient Ω ′ un ouvert de Cm et h une application propre de Ω dans Ω ′ de classe C∞.
Si T ∈D′(p,p)(Ω), alors il existe un unique courant noté h∗T ∈D′(p,p)(Ω ′), appelé image
directe de T par h et défini par :
〈h∗T ,ϕ〉 = 〈T ,h∗ϕ〉, pour tout ϕ ∈D(p,p)(Ω ′),
avec
h∗ϕ(z)(ξ1, . . . , ξp) = ϕ
(
h(z)
)(
dh(z)ξ1, . . . ,dh(z)ξp
)
,
pour tout z ∈ Ω et tous ξ1, . . . , ξp ∈ Cn.
Si h est une submersion et si S ∈ D′(p,p)(Ω ′), alors il existe un unique courant noté
h∗S ∈D′(n+p−m,n+p−m)(Ω), appelé image réciproque de S par h et défini par :
〈h∗S,ϕ〉 = 〈S,h∗ϕ〉, pour tout ϕ ∈D(p,p)(Ω),
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oùh∗ϕ(y)=
∫
z∈h−1({y})
ϕ(z), pour tout y ∈ Ω ′.
2.2. Fonctions plurisouharmoniques
Soit Ω un ouvert de Cn. Une fonction v :Ω → [−∞,+∞[ semi-continue supérieure-
ment est dite plurisouharmonique (psh) dans Ω si elle vérifie :
v(z) 1
2π
2π∫
0
v
(
z + ξ · eiθ)dθ,
pour tout z ∈ Ω et tout ξ ∈ Cn tel que |ξ | < d(z,Cn \Ω).
Si v est une fonction psh dans Ω , alors
ddcv = 2
∑
1j,kn
i
∂2v
∂zj ∂zk
dzj ∧ dzk,
est un courant positif fermé de dimension n − 1.
Soient T un courant positif fermé dans Ω de dimension p et v une fonction psh loca-
lement bornée dans Ω , alors le courant vT est bien défini et le courant
ddcv ∧ T = ddc(vT ),
est positif fermé de dimension p − 1.
On aura besoin de l’inégalité suivante de El Mir-Ben Messaoud (voir [4, p. 61]).
Proposition 2.1. Soient O un ouvert de Cn et S un courant positif fermé de dimension p
dans O . On se donne v une fonction psh, v −1, dans O telle que O ′ = {z ∈ O | v(z) < 0}
soit relativement compact dans O . Soit K un compact de O ′, posons cK = − supz∈K v(z).
Alors pour toute fonction psh u dans O ′ vérifiant −1 u < 0 on a :
∫
K
S ∧ [ddcu]p  c−pK
∫
O′
S ∧ [ddcv]p.
Soit A ⊂ Ω , on dit que A est pluripolaire dans Ω s’il existe une fonction v psh sur Ω ,
v ≡ −∞ et telle que A ⊂ {z ∈ Ω, v(z) = −∞}.
Le théorème suivant de E. Bedford et B.A. Taylor dans [3] donne une caractérisation
des boréliens pluripolaires dans un ouvert Ω borné strictement pseudoconvexe de Cn.
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Soit K ⊂ Ω un compact. On pose :c(K,Ω) = sup
{∫
K
(ddcv)n, v psh dans Ω et 0 v  1
}
,
et c(E,Ω)= sup{c(K,Ω), K ⊂ E compact}, pour E un borélien de Ω .
Théorème 2.1. Soit Ω un ouvert borné strictement pseudoconvexe dans Cn.
(1) Si E ⊂ Ω est un borélien, alors E est pluripolaire dans Ω , si et seulement si
c(E,Ω)= 0.
(2) Soit K ⊂ Ω un compact, on pose :
vK(z) = sup{v(z), v psh dans Ω, v −1 sur K, v < 0 sur Ω},
et v∗K = lim supvK . Alors on a :
(i) v∗K est psh dans Ω et vérifie −1 v∗K  0 ;
(ii) (ddcv∗K)n est une mesure positive à support dans K et
c(K,Ω) = (ddcv∗K)n(K).
Ce théorème prouve que si E est un borélien non pluripolaire dans Ω , alors il existe
K ⊂ E un compact non pluripolaire, donc (ddcv∗K)n(K) > 0.
On aura aussi besoin du résultat suivant de J. Siciak [20]. Soient K un compact de Cn
et EK = {u psh sur Cn, u−1 sur K et u(z) cu + log(1 + |z|)}. On définit la fonction
extrémale uK par :
uK(z) = lim sup
z′→z
[
sup
u∈EK
u(z′)
]
.
Proposition 2.2. La fonction uK vérifie uK(z) cK + log(1 + |z|), pour tout z ∈ Cn, si et
seulement si K est non pluripolaire dans Cn.
E. Bedford dans [2], a montré que la mesure µK = (ddcuK)n est à support dans K .
2.3. Tranchage
Soient k et p des entiers tels que 1 k  p  n.
Si z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn, alors on note z′ = (z1, . . . , zk), π(z) = z′ et β ′ = ddc|z′|2 la
forme de Kähler sur Ck .
Soit α1 une fonction borélienne positive, à support dans la boule unité de Ck et telle que∫
Ck
α1(z′)dλk = 1.
Pour ε > 0, on pose α1,ε(z′) = ε−2kα1(z′/ε).
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Soient Ω un ouvert de Cn, T un courant positif fermé de dimension p dans Ω et
a ∈ π(Ω). On appelle tranche de T par α1 au point a et on notera 〈T ,π, a〉α1 , la limite
faible dans D′
(p−k,p−k)(Ω), quand elle existe de T ∧π∗(α1,ε(z′ − a) · β ′k) lorsque ε → 0.
Si T est à coefficients continus, alors 〈T ,π, a〉α1 existe en tout point a ∈ π(Ω) et on a,
pour tout ϕ ∈D(p−k,p−k)(Ω),
〈T ,π, a〉α1(ϕ) = π∗(T ∧ ϕ)(a).
L’existence de la tranche et la formule suivante de tranchage sont invariantes par biho-
lomorphisme et se généralisent aux variétés complexes (voir [4, p. 57]).
Proposition 2.3. Soit T un courant positif fermé de dimension p dans ∆n. Soit f une
application holomorphe surjective de ∆n dans ∆k de rang k. Alors il existe un sous-
ensemble E pluripolaire dans ∆k , indépendant de α1 tel que
(a) 〈T ,f, a〉 existe pour tout a ∈ ∆k \ E et c’est un courant positif fermé de dimension
p − k à support dans ∆n ∩ f −1({a}) et il est indépendant de α1.
(b) Pour tous v1, . . . , vk psh bornées dans ∆k et pour tout ϕ ∈D(p−k,p−k)(∆n) on a :∫
∆n
T ∧ ddcv1 ◦ f ∧ · · · ∧ ddcvk ◦ f ∧ ϕ =
∫
∆k
〈T ,f, a〉(ϕ)∧ ddcv1 ∧ · · · ∧ ddcvk.
De cette proposition on déduit le lemme suivant :
Lemme 2.1. Soient T ,v1, . . . , vk et f comme dans Proposition 2.3 et soit Φ une fonction
psh de classe C∞ dans ∆n. Pour tout borélien A dans ∆n, on a :
∫
A
T ∧ ddcv1 ◦ f ∧ · · · ∧ ddcvk ◦ f ∧ [ddcΦ]p−k
=
∫
〈T ,f, a〉(1A[ddcΦ]p−k)∧ ddcv1 ∧ · · · ∧ ddcvk.
Démonstration. Pour tout g ∈D(∆n), on pose :
µ(g) =
∫
T ∧ ddcv1 ◦ f ∧ · · · ∧ ddcvk ◦ f ∧ g[ddcΦ]p−k,
et
ν(g) =
∫
〈T ,f, a〉(g[ddcΦ]p−k)∧ ddcv1 ∧ · · · ∧ ddcvk.
µ et ν sont des mesures de Radon positives qui, d’après la Proposition 2.3, coïncident sur
D(∆n) donc elles sont égales. 
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2.4. Un lemme d’intégrationOn termine ce préliminaire par le lemme suivant, utile pour la suite.
Lemme 2.2. Soit µ une mesure borélienne positive de masse finie dans Cn. Soient
f :Cn × ]0,+∞] → [0,+∞[ une fonction mesurable, croissante par rapport à la deuxième
variable et g : ]0,+∞[ → ]0,+∞[ une fonction croissante. S’il existe α > 1 tel que
∫
Cn
f (x, r)dµ(x) g(αr), pour tout r > 0,
alors pour tout β > 1 l’ensemble
{
x ∈ Cn, lim sup
r→∞
f (x, r)
g(α2r) logβ r
> 0
}
est µ-négligeable.
Démonstration. Soient n ∈ N, 1 < β ′ < β et
Fn =
{
x ∈ Cn, f (x,αn) [n logα]β ′g(αn+1)}.
Si on intègre f sur Fn, alors on a :
µ(Fn)[n logα]β ′g
(
αn+1
)

∫
Fn
f
(
x,αn
)
dµ(x) g
(
αn+1
)
,
ce qui implique que µ(Fn)  [n logα]−β ′ et donc le sous-ensemble F = lim supFn est
µ-négligeable.
Fixons x ∈ Cn \ F . Il existe n0 ∈ N tel que, pour tout n n0, x /∈ Fn et donc
f
(
x,αn
)
 [n logα]β ′g(αn+1).
Si r > αn0+1, alors il existe n n0, tel que αn−1 < r  αn. Comme f (x, r) f (x,αn)
et [n logα]β ′  logβ ′(αr), alors on déduit que
f (x, r) logβ ′(αr) g
(
α2r
)
,
ce qui implique lim sup f (x,r)
g(α2r) logβ r = 0. 
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3. Majoration de la trace d’un courant positif fermé sur des sous-variétés de CnSoit T un courant positif fermé de dimension p dans Cn. Soient q un entier tel que
1  q  p et f une application holomorphe surjective de Cn dans Cq de rang q . Soit φ
une fonction psh, C∞ et exhaustive sur Cn.
Pour tout r > 0, on pose :
Bφ(r) =
{
z ∈ Cn, φ(z) r}, Mf (φ, r) = sup
z∈Bφ(r)
∣∣f (z)∣∣,
et
nT (φ, r) = 1
rp
∫
Bφ(r)
T ∧ [ddcφ]p.
La fonction r → nT (φ, r) est croissante (voir [17]).
D’après la Proposition 2.3, il existe E ⊂ Cq pluripolaire, tel que pour tout a ∈ Cq \ E,
la tranche 〈T ,f, a〉 existe et elle définit un courant positif fermé de dimension p − q .
Pour a ∈ Cq \ E et r > 0, on pose :
nT (φ, a, r)= 1
rp−q
∫
Bφ(r)
〈T ,f, a〉 ∧ [ddcφ]p−q .
Le théorème suivant donne une majoration de nT (φ, a, r) par nT (φ, r) en dehors d’un
sous-ensemble pluripolaire. On obtient ainsi une généralisation des résultats de J. Carlson
dans [7] et de L. Gruman dans [12].
Théorème 3.1. Pour tout ε > 0 et tout β > 1, l’ensemble E(ε,β) des a ∈ Cq \E tel que
lim sup
r→∞
nT (φ, a, r)
nT (φ, (1 + ε)r)[log(Mf (φ, (1 + ε)r))]q(log(r))β > 0,
est pluripolaire dans Cq .
Démonstration. Pour établir ce résultat, on prouve que E(ε,β) est un borélien puis on
utilise la caractérisation de Bedford et Taylor des boréliens non pluripolaires pour montrer
par l’absurde que E(ε,β) est pluripolaire.
Soit χ une fonction positive radiale de classe C∞, à support dans la boule unité de Cn et
telle que
∫
Cn
χ(z)dλn = 1. Pour j ∈ N\ {0}, on pose χj (z) = j2nχ(jz). Le courant T ∗χj
est C∞ et la tranche 〈T ∗ χj ,f, a〉 converge faiblement vers 〈T ,f, a〉 (voir Théorème 3.3
de [4]). Cela implique que si ψ ∈D(Cn), alors l’application,
a →
∫
Cn
〈T ,f, a〉 ∧ (ψ[ddcφ]p−q),
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est borélienne. Pour déduire que E(ε,β) est un borélien, il suffit de considérer une suite
ndans D(C ) décroissante vers la fonction caractéristique de Bφ(r).
Supposons que E(ε,β) soit non pluripolaire, donc il contient un compact K non pluri-
polaire. Soit uK la fonction extémale de K dans Cq . La mesure µK = [ddcuK ]q est non
nulle et à support dans K . En plus uK vérifie :
0 uk(z) cK + log
(
1 + |z|), pour tout z ∈ Cq, (3.1)
où ck est une constante positive (voir Proposition 2.2).
Soit r0 > 0 tel que K ⊂ f (Bφ(r0)).
Pour tout r > r0, le théorème de Fubini donne :
∫
Cq\E
〈T ,f, a〉(1Bφ(r)[ddcφ]p−q)∧ [ddcuK ]q =
∫
K
rp−qnT (φ, a, r)dµK(a).
D’après Lemme 2.1, il vient :
∫
Bφ(r)
T ∧ [ddc(uK ◦ f )]q ∧ [ddcφ]p−q =
∫
Cq\E
〈T ,f, a〉(1Bφ(r)[ddcφ]p−q)∧ [ddcuK ]q,
donc on déduit que
∫
K
rp−qnT (φ, a, r)dµK(a)=
∫
Bφ(r)
T ∧ [ddcφ]p−q ∧ [ddc(uK ◦ f )]q . (3.2)
Soit u la fonction psh dans Cn, définie par :
u(z) = uK ◦ f (z)
cK + log(1 + Mf (φ, r
√
1 + ε )) − 1.
De l’inégalité (3.1), on déduit que la fonction u vérifie :
−1 u(z) < 0, pour tout z ∈ Bφ
(
r
√
1 + ε ).
Soit v(z) = φ(z)/(r√1 + ε )− 1.
L’application de la Proposition 2.1, pour S = T ∧ [ddcφ]p−q , O = Cn et O ′ =
{z ∈ Cn, φ(z) < √(1 + ε)r } implique que
∫
Bφ(r)
T ∧ [ddcφ]p−q ∧ [ddcu]q  C(r, ε)
∫
Bφ(r
√
1+ε)
T ∧ [ddcφ]p, (3.3)
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oùC(ε, r) =
[√
1 + ε − 1√
1 + ε
]−q 1
rq
√
(1 + ε)q .
Si on remplace u par son expression en fonction de uK et on utilise la formule (3.2), alors
on déduit qu’il existe une constante Cε,K telle que∫
K
nT (φ, a, r)dµK(a) Cε,KnT
(
φ, r
√
1 + ε )[logMf (φ, r√1 + ε )]q .
Par le Lemme 2.2 appliqué à f (x, r) = nT (φ, x, r), g(r) = nT (φ, r)[logMf (φ, r)]q ,
µ = µK et α =
√
1 + ε on a que
{
a ∈ K, lim sup
r→∞
nT (φ, a, r)
nT (φ, (1 + ε)r)[log(Mf (φ, (1 + ε)r))]q(log r)β > 0
}
,
est µK -négligeable. Donc µK(K) = 0 ce qui est absurde. 
4. Majoration de la trace d’un courant positif fermé sur les sous-espaces vectoriels
de Cn
Dans la suite on fixe 1  k  n − 1 tel que k + p  n et on considère Gk,n la grass-
mannienne des sous-espaces vectoriels de dimension k dans Cn. L’ensemble Xk,n défini
par,
Xk,n =
{
(z, S) ∈ Cn ×Gk,n, z ∈ S
}
,
est un fibré holomorphe de dimension k au dessus de Gk,n.
Pour tout C = (ci,j )1in−k et 1jk dans Ck(n−k), on note S(C) l’élément de Gk,n
défini par les équations :
zk+i =
k∑
j=1
ci,j zj , pour tout 1 i  n− k.
Si (e1, . . . , en) est la base canonique de Cn, alors le système des vecteurs (u1, . . . , uk)
définis par,
uj (C) = ej +
n−k∑
i=1
ci,j ek+i ,
est une base de S(C).
180 M. Amamou, S. Ben Farah / J. Math. Pures Appl. 84 (2005) 169–188
Le sous-ensemble U = {S ∈ Gk,n, S ∩ {0} × Cn−k = {0}} est un ouvert de Gk,n et
k(n−k)l’application C → S(C) est un biholomorphisme de C sur U.
Soit βk,n la forme de Kähler canonique sur Gk,n. La restriction de βk,n à l’ouvert U est
donnée par ddcϕk,n (voir [21]) où :
ϕk,n
(
S(C)
)= log∣∣u1(C)∧ · · · ∧ uk(C)∣∣.
Soient p1 et p2 les projections de Xk,n respectivement sur Cn et sur Gk,n. On note :
X∗k,n = p−11
(
C
n \ {0}).
Soit p0 la restriction de p1 à X∗k,n, p0 est une submersion.
Soit T un courant positif fermé de dimension p dans Cn. Le courant p∗0(T ) est positif
fermé dans X∗k,n de masse localement finie au voisinage de p
−1
1 {0}. Donc d’après le théo-
rème d’El Mir-Skoda [11], son extension triviale T0 à Xk,n est un courant positif fermé de
dimension p + (k − 1)(n− k) (voir [4]).
D’après [4], il existe un sous-ensemble pluripolaire E de Gk,n, tel que pour tout
S ∈ Gk,n \ E, la tranche 〈T0,p2, S〉 existe et elle définit un courant positif fermé de di-
mension p + k − n dans Xk,n, à support dans p−12 ({S}).
Pour r > 0, on pose :
nT (r) = 1
r2p
∫
Bn(0,r)
T ∧ βp,
et
nT (S, r) = 1
r2(p+k−n)
∫
Xk,n(r)
〈T0,p2, S〉 ∧ p∗1(β)p+k−n,
où
Xk,n(r) = p−11
(
Bn(0, r)
)
.
Le théorème suivant généralise les résultats de J. Carlson dans [7], de R. Molzan,
B. Shiffman et N. Sibony dans [18], de H. Alexander dans [1] et de L. Gruman dans [12].
Théorème 4.1. Soit ε > 0 et soit β > 1. L’ensemble,
E(ε,β)=
{
S ∈ Gk,n \ E, lim sup
r→∞
nT (S, r)
nT ((1 + ε)r)(log r)β > 0
}
,
est pluripolaire dans Gk,n.
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Démonstration. On montre comme pour la démonstration du Théorème 3.1, que E(ε,β)
est un borélien. Supposons qu’il soit non pluripolaire, alors il existe K un compact non
pluripolaire inclus dans E(ε,β) et on peut supposer que K ∩ U est non pluripolaire en
S(0).
Dans la suite on identifie l’ouvert U et Ck(n−k). On notera Bk,n(0, r) la boule eucli-
dienne ouverte dans Ck(n−k) de centre 0 et de rayon r > 0.
Comme la fonction ϕk,n est continue en tout point de U et qu’elle vérifie ϕk,n(0) = 0,
alors il existe α > 0 assez petit tel que
Mα = sup
C∈Bk,n(0,α)
ϕk,n(C) <
ε
4
log
(
ε
4(n− k)2k2 + 1
)
.
Puisque K ∩ U est non pluripolaire en 0, alors on peut supposer que K ⊂ Bk,n(0, α).
Soit uK la fonction extrémale de K dans la boule Bk,n(0, α) (voir Théorème 2.1). Soit
r > 0, alors on a :
∫
K
〈T0,p2, S〉(1Xk,n(r))p∗1(β)p+k−n ∧
[
ddcuK(S)
]k(n−k)
= r2(p+k−n)
∫
K
nT (S, r)[ddcuK ]k(n−k),
et d’après Lemme 2.1, on a :
∫
Xk,n∩p−12 (Bk,n(0,α))
T0 ∧ [ddcuK ◦ p2]k(n−k) ∧
(
p∗1(β)
)p+k−n
=
∫
K
〈T0,p2, S〉
(
1Xk,n(r)p
∗
1(β)
p+k−n)∧ [ddcuK(S)]k(n−k).
Si on trivialise le fibré Xk,n, alors on aura :
∫
Xk,n(r)∩p−12 (Bk,n(0,α))
T0 ∧ [ddcuK ◦ p2]k(n−k) ∧
(
p∗1(β)
)p+k−n

∫
Bk(0,r)×Bk(n−k)(0,α)
T0 ∧ [ddcuK ◦ p2]k(n−k) ∧
[
p∗1(β)
]p+k−n
et cette dernière intégrale est égale à :∫
Bk(0,r)×K
T0 ∧
[
p∗1(β)
]p+k−n ∧ [ddcuK ]k(n−k).
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Soit r ′ = r/√1 − ε/4 et soit ψ la fonction sur Ck × U définie par :ψ(z′,C) = εϕk,n(C)
4Mα
+
(
1 − ε
4
) |z′|2
r ′2
− 1;
ψ est psh et on a les inclusions :
Bk(0, r)×K ⊂
{
(z′,C) ∈ Ck × U, ψ(z′,C) < 0},
et
{
(z′,C) ∈ Ck × U, ψ(z′,C) < 0}⊂ Bk
(
0,
r ′√
1 − ε/4
)
×A(ε,α),
où
A(ε,α) =
{
C ∈ U, ϕk,n(C) < 4
ε
Mα
}
⊂ Bk(n−k)
(
0,
√
ε
2k(n− k)
)
.
L’application de la Proposition 2.1, à S = T0 ∧ [p∗1(β)]p+k−n, O = Ck × U et O ′ =
{(z′,C) ∈ Ck × U, ψ(z′,C) < 0} implique que∫
Bk(0,r)×K
T0 ∧
[
p∗1(β)
]p+k−n ∧ [ddcuK ]k(n−k) MεI(r, ε), (4.1)
où
I(r, ε) =
∫
Bk(0, r
′√
1−ε/4 )×Bk(n−k)(0,
√
ε
2k(n−k) )
T0 ∧
[
p∗1(β)
]p+k−n ∧ [ddcψ]k(n−k),
et
Mε =
[(
1 − ε
4
)
ε
4
]−k(n−k)
.
Si on remplace la fonction ψ par son expression, alors on montre que
I(r, ε) cε
∑
j
cj I(r, ε, j),
où
I(r, ε, j) =
∫
Bk(0, r
′√
1−ε/4 )×Bk(n−k)(0,
√
ε
2k(n−k) )
T0 ∧
[
p∗1(β)
]p+k+j−n ∧ [ddcϕk,n]k(n−k)−j
r2j
.
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CommeBk
(
0,
r ′√
1 − ε/4
)
×Bk(n−k)
(
0,
√
ε
2k(n− k)
)
⊂ Xk,n
(
0, r
√
1 + ε ),
alors on a (voir [14]) :
∫
Xk,n(0,r
√
1+ε )
T0 ∧
[
p∗1(β)
]p+k+j−n ∧ [p∗2(βk,n)]k(n−k)−j
r2j

∫
Bk(0,r
√
1+ε )
T ∧ [β]p+k+j−n ∧ [dd
c log |z|]n−k−j
r2j
,
ce qui donne :
I(r, ε, j)M ′ε
1
r2(n−k)
nT
(
r
√
1 + ε ).
Par conséquent on a :∫
K
nT (S, r)[ddcuK ]k(n−k) M ′′ε nT
(
r
√
1 + ε ).
De nouveau le Lemme 2.2 appliqué à f (S, r) = nT (S, r), g(r) = nT (r), µ = µK et α =√
1 + ε donne : {
S ∈ K, lim sup
r→∞
nT (S, r)
nT ((1 + ε)r)(log r)β > 0
}
est µK -négligeable. Donc µK(K) = 0 ce qui est absurde. 
5. Minoration de la trace d’un courant positif fermé sur les hyperplans de Cn
Dans ce paragraphe, on démontre qu’en dehors d’un sous-ensemble pluripolaire dans
Gn−1,n, la fonction nT (S, r) croît au moins aussi rapidement que la fonction nT (r).
Soit G1,n = Pn−1, l’espace projectif dans Cn.
Soit w ∈ Pn−1, on note Hw l’hyperplan dans Cn, d’équation :
w1z1 + · · · +wnzn = 0,
et [Hw] le courant d’intégration sur Hw .
Soit f w la fonction sur Cn définie par :
f w(z) = w1z1 + · · · + wnzn|w| ;
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alors f w est une fonction psh et on a (voir [18, p. 55]) :[Hw] = 1
2π
ddc log |f w|. (5.1)
Soit T un courant positif fermé de dimension p dans Cn et soit ΩT = {w ∈ Pn−1,
ddc log |fw| ∧ T existe}. D’après [4], l’ensemble Pn−1 \ ΩT est pluripolaire dans Pn−1.
Soit µ une mesure de probabilité sur Pn−1. On note uµ la fonction sur Cn, définie par :
uµ(z) =
∫
Pn−1
log
|z||w|
|z1w1 + · · · + znwn| dµ(w).
On a le résultat suivant :
Lemme 5.1. Soit µ une mesure de probabilité sur Pn−1 telle que µ(ΩT ) = 1 et
uµ  c < +∞. Alors il existe deux constantes positives γ1 et γ2 telles que, pour tout r > 0
nT (r) γ1
∫
Pn−1
nT (H
w,γ2r)dµ(w).
Démonstration. Soit v la fonction sur Cn, définie par :
v(z) =
∫
Pn−1
log
∣∣f w(z)∣∣dµ(w),
d’après [17] v est une fonction psh dans Cn. De plus elle vérifie :
log |z| − c v(z) log |z|, pour tout z ∈ Cn.
Fixons r > 0 et soit r < r ′ < 2r .
Soit φ la fonction psh sur Cn, définie par :
φ(z) = sup(−1, v(z)− log(r ′ec)).
On considère les ouverts O = Cn et O ′ = {z ∈ Cn, φ(z) < 0} qui est inclus dans
Bn(0, r ′ec), alors la Proposition 2.1 implique qu’il existe M > 0 telle que∫
|z|r
T ∧ βp−1 ∧ ddc[|z/r ′|2 − 1]M ∫
|z|r ′ec
T ∧ βp−1 ∧ ddcφ,
ce qui donne ∫
|z|r
T ∧ βp  4Mr2
∫
|z|r ′ec
T ∧ βp−1 ∧ ddcv. (5.2)
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Soient γ2 > 0 tel que r < r ′ < e−cγ2 · r et ψ une fonction C∞ sur Cn vérifiant 1B(0,r)
ψ  1B(0,γ2r). D’après le théorème de Fubini on a :∫
(T ∧ βp−1 ∧ ddcv)ψ =
∫ ∫
T ∧ ddc log |fw| ∧ βp−1ψ dµ(w).
On déduit de l’inégalité (5.2) et de la formule (5.1) qu’il existe une constante γ1 > 0 telle
que
∫
|z|r
T ∧ βp  γ1r2
∫
Pn−1
[ ∫
|z|γ2r
T ∧ [Hw] ∧ βp−1
]
dµ(w),
ce qui donne le résultat. 
Soit K un compact de Pn−1 et soit M(K) l’ensemble des mesures de probabilité sur
K . Par définition, la capacité logarithmique de K est :
C(K) = sup
µ∈M(K)
(
sup
w∈Pn−1
uµ(w)
)−1
.
Pour E ⊂ Pn−1, on pose C(E) = supK⊂E C(K). Si K est un compact non-pluripolaire,
alors C(K) > 0. Pour plus de détails sur les compacts K de Pn−1 tels que C(K) > 0 on
peut consulter [18].
Lemme 5.2. Soit T un courant positif fermé de dimension p  1 dans Cn. Soit (rm)m∈N
une suite croissante de réels positifs non bornée. Si,
E =
{
w ∈ ΩT , lim
m→∞
nT (H
w,αrm)
nT (rm)
= 0, pour tout α > 0
}
,
alors C(E) = 0.
Démonstration. Si C(E) > 0, alors il contient un compact K1 tel que C(K1) > 0 et pour
tout w ∈ K1 on a :
lim
m→+∞
nT (H
w,αrm)
nT (rm)
= 0.
Donc il existe une mesure de probabilité µ sur K1 telle que
0 < uµ  c < +∞.
D’après le théorème d’Egorov, il existe un compact K2 ⊂ K1 tel que µ(K2) > 0 et pour
tout α > 0 la suite (nT (Hw,αrm)/nT (rm))m converge uniformement vers 0 sur K2.
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Soit ν = 1
µ(K2)
µ|K2 une mesure de probabilité sur Pn−1 à support dans K2. D’après
Lemme 5.1, il existe γ1 > 0 et γ2 > 0 tels que
1 γ1
∫
K2
nT (H
w,αrm)
nT (rm)
dν(w), pour tout m ∈ N,
ce qui est absurde car
lim
m→∞
∫
K2
nT (H
w,αrm)
nT (rm)
dν(w) = 0. 
Pour la suite on a besoin des définitions suivantes :
(1) Une fonction ρ : ]0,+∞[ → ]0,+∞[ dérivable est appelée ordre précisé si elle admet
à l’infini une limite finie qu’on note ρ et de plus :
lim
r→∞ρ
′(r) · r · log r = 0.
(2) Soit ρ(r) un ordre précisé et soit χ(r) une fonction positive croissante sur ]0,+∞[.
On pose :
λ = lim sup
r→∞
(
χ(r)r−ρ(r)
)
.
Si 0 < λ< ∞, on dit que χ est de type normal λ par rapport à ρ(r).
Si λ = 0 on dit que χ est de type minimal par rapport à ρ(r).
Comme corollaire du Lemme 5.2, on a le résultat suivant.
Théorème 5.1. Soit T un courant positif fermé de dimension p  1 dans Cn et soit ΩT
l’ensemble des S ∈ Gn−1,n tel que la tranche 〈T0,p2, S〉 existe. Si nT (r) est de type normal
λ par rapport à un ordre précisé ρ(r), alors l’ensemble des S ∈ ΩT tel que nT (S, r) ne
soit pas de type normal au moins par rapport à ρ(r) est de capacité logarithmique nulle.
Démonstration. Par hypothèse il existe une suite (rm) croissante vers +∞ telle que
lim
m→∞nT (rm)r
−ρ(rm)
m = λ.
Soit :
E =
{
S ∈ ΩT , lim
m→∞
nT (S,αrm)
n(T , rm)
= 0 pour tout α > 0
}
.
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D’après Lemme 5.2, C(E) = 0. Si S /∈ E, alors il existe α0 > 0 et une sous-suite (r ′m) de
(rm) tels que
lim
m→∞
nT (S,α0 r ′m)
nT (r ′m)
> 0.
On va démontrer dans chacun des cas α0 > 1 et α0  1 qu’on a :
lim sup
r→∞
nT (S, r)r
−ρ(r) > 0;
ceci établira le résultat.
Supposons que α0 > 1. Ecrivons nT (S,α0r ′m)(α0r ′m)−ρ(α0r
′
m) sous la forme suivante :
(
nT (S,α0r ′m)
nT (r ′m)
)(
nT (r
′
m)
r ′mρ(r
′
m)
)
α
−ρ(α0r ′m)
0 r
′
m
(ρ(r ′m)−ρ(α0r ′m)).
Les trois premiers termes de cette formule admettent des limites strictement positives. On
montrera que le dernier terme est minoré par une constante strictement positive.
Comme limr→+∞ ρ′(r)r log r = 0 alors il existe m0 ∈ N tel que
∣∣ρ′(t) log t∣∣ 1
t
, pour tout t  r ′m0 .
Ce qui prouve que pour tout mm0, on a :
∣∣ρ(α0r ′m)− ρ(r ′m)∣∣ log r ′m 
α0r ′m∫
r ′m
∣∣ρ′(t) log t∣∣dt  logα0,
ce qui donne
r ′m
ρ(r ′m)−ρ(α0r ′m)  1
α0
.
Si α0  1, alors
nT (S, r
′
m)(r
′
m)
−ρ(r ′m) 
(
nT (S,α0r ′m)
nT (r ′m)
)
nT (r
′
m)(r
′
m)
−ρ(r ′m),
et par suite
lim sup
r→∞
nT (S, r)r
−ρ(r) > 0. 
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